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1. Notación y procedimiento

El muestreo estad́ıstico es una técnica que permite extraer una muestra representativa de una

población, y, a partir de ésta, obtener conclusiones sobre la población (y no sólo sobre los elementos

muestreados).

Su importancia queda patente en la Norma Técnica de Auditoŕıa sobre utilización de técnicas de

muestreo y de otros procedimientos de comprobación selectiva, pues en el párrafo 2.4.16 establece

que el muestreo estad́ıstico es, en principio, el medio idóneo para expresar en términos cuantita-

tivos el juicio del auditor respecto a la razonabilidad, determinando la extensión de las pruebas y

evaluando su resultado.

En lo que sigue supondremos una población U formada por N individuos, u1, . . . , uN . La

población U puede ser, por ejemplo, el conjunto de empresas públicas de la Junta de Andalućıa

(en cuyo caso, los distintos uj seŕıan las distintas empresas públicas), el personal de una Consejeŕıa

(en cuyo caso, los uj representaŕıan las distintas personas empleadas por la Consejeŕıa, posible-

mente clasificadas en diferentes categoŕıas, como altos cargos, eventuales, funcionarios, laborales y

otros), o el conjunto de contratos de suministros de una Consejeŕıa, en cuyo caso los uj seŕıan tales

contratos.

Cada individuo ui lleva asociada una variable Yi, cuyo significado dependerá del tipo de prueba

que se esté realizando. En pruebas sustantivas, Yi puede representar, por ejemplo, la cuant́ıa del

gasto asociado al individuo ui. En pruebas de cumplimiento, Yi puede ser una variable śı/no, con

la siguiente interpretación

Yi =

{
1, si el individuo ui cumple la normativa que le es de aplicación

0, en caso contrario
(1)

El valor Yi asociado a cada individuo se obtendrá, en ocasiones, directamente de los individuos

de la población, mientras que en otras será una variable sintética, obtenida a partir de otras. Por

ejemplo, si en cada individuo ui consideramos r criterios de cumplimiento, y asociamos r variables

śı/no, Yi1, Yi2, . . . , Yir, de modo que cada Yij tome el valor 1 si hay alguna anomaĺıa en el criterio

j y 0 en caso contrario, podemos considerar la variable Yi, también śı/no,

Yi =

{
1, si alguno de los valores Yi1, Yi2, . . . , Yir es 1

0, si todos los valores Yi1, Yi2, . . . , Yir son 0
(2)

Se desea estudiar un parámetro ϑ, función de los valores de la variable Y en la población, a

partir de los valores de la variable Y en la muestra.

Un caso de interés será aquél en el que queremos estimar la proporción de individuos en U con

una cierta caracteŕıstica. En tal caso,
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cada Yi se define siguiendo (1), como 1 si ui presenta la caracteŕıstica, y 0 en caso contrario

ϑ = 1
N (Y1 + Y2 + . . . + YN ) (en este caso, denotaremos al parámetro por P, de proporción).

Si, en su lugar, el parámetro de interés es el número de individuos con la caracteŕıstica, tomamos

la misma definición de variables Yi, pero ahora hacemos ϑ = Y1 + . . . + YN .

En cualquier caso, la estrategia a seguir es la siguiente:

1. Identificación de la población y de la(s) variable(s) objeto de estudio.

2. Determinación del dise~no muestral, incluyendo el cálculo del tama~no muestral.

3. Generación de la muestra aleatoria y medición de variables.

4. Estimación, construcción de intervalos de confianza y contrastes de hipótesis.
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2. Determinación de tamaños muestrales

Como se recoge en la Norma Técnica de Auditoŕıa sobre utilización de técnicas de muestreo y

de otros procedimientos de comprobación selectiva, el tamaño de la muestra puede determinarse

bien mediante la aplicación de una fórmula estad́ıstica o mediante el juicio profesional aplicado

objetivamente a las circunstancias.

El principio básico a seguir debe ser el de tomar el máximo tamaño muestral permitido por

los condicionantes propios del estudio. En particular, en un estudio en el que sea viable analizar el

100 % de los casos, no procede realizar muestreo estad́ıstico, sino estudiar todos los casos.

El procedimiento de determinación del tamaño muestral vendrá dado por las condiciones en las

que se plantee el problema de muestreo. Tres escenarios distintos, que dan lugar a tres estrategias

distintas de determinación del tamaño muestral, son las siguientes:

1. Escenario con recursos prefijados.

2. Escenario con objetivo de control de cumplimiento.

3. Escenario con objetivo de control del error en la estimación.

2.1. Tamaño muestral con recursos prefijados

En ocasiones, la determinación del tamaño muestral vendrá dada por los recursos disponibles

para hacer el estudio. Aśı, si se estima que el tiempo necesario para realizar el análisis de cada

individuo ui (en otras palabras, el tiempo necesario para obtener el valor de ui) es c, y se dispone

de un total de h horas para hacer el estudio, entonces el número n de unidades a muestrear será,

a lo sumo,

n = h
c . (3)

2.2. Tamaño muestral y control de cumplimiento

En ocasiones el objetivo del muestreo no es estimar, a partir de los resultados muestrales de

pruebas de cumplimiento, el nivel de cumplimiento en la población, sino validar si ciertos con-

troles de cumplimiento están siendo aplicados adecuadamente, y no permiten que la fracción de

incumplimientos supere un valor P0 prefijado.

Asociamos a cada unidad una variable Yi como se definió en (1), y se desea analizar si la

proporción P de incumplimientos, definida como

P =
1
N

(Y1 + . . . + YN ) ,
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está o no por debajo de un cierto umbral P0.

Realizamos el siguiente proceso:

1. Seleccionar con reposición n unidades (n a determinar).

2. Determinar si en la muestra existen o no unidades con incumplimiento. Si existen, rechazamos

la hipótesis de que P ≤ P0, y si no existen unidades con incumplimiento, aceptamos la

hipótesis de que P ≤ P0.

El valor de n se toma de modo que la probabilidad de aceptar la hipótesis de que P ≤ P0,

siendo ésta falsa, sea, a lo sumo, igual a un cierto α > 0 dado. Esto se consigue tomando

n = ln α
ln(1−P0) , (4)

donde ln representa el logaritmo neperiano, que se obtiene en Excel con la función LN.

Para introducir en Excel la función LN basta con escribirla sobre la celda correspondiente, como

se muestra, por ejemplo, en la Figura 3. Alternativamente, podemos utilizar la utilidad de Excel

para inserción de funciones, posicionando el cursor sobre la opción fx, como se muestra en la Figura

1. Al pinchar nos aparece una ventana como la de la Figura 2. En la opción o seleccionar una

categorı́a seleccionamos Todas, como en la Figura 2. En la lista de funciones aparece la función

LN.

En la Figura 3 se muestra cómo obtener el tamaño muestral n para hacer un control de cumpli-

miento y validar, con error del 5 %, si la fracción de incumplimientos es inferior al 3 %. El tamaño

muestral obtenido es n = 98, 3 ≈ 99.

Podemos representar en una tabla, para distintos valores de P0 y de α, el tamaño necesario.

Los valores aparecen en la Figura 4.

Figura 1: Inserción de funciones en Excel

Si fijamos α, podemos examinar en una gráfica, como la de la Figura 5, cómo vaŕıa el tamaño

muestral requerido n para refutar (al 95 %) la hipótesis de que la proporción de incumplimientos

P verifique P ≤ P0.

En la hoja TAM CONTROL CUMP del fichero Ejemplos.xls aparece
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Figura 2: Inserción de funciones en Excel

Figura 3: Calculando el tamaño muestral en control de incumplimiento

Figura 4: Tamaño muestral para el control de incumplimiento

la tabla que nos permite determinar el tamaño muestral necesario para validar, con una

probabilidad de error α, la hipótesis de que la fracción de incumplimento no supera un valor

P0.

una gráfica en la que se observa la evolución del tamaño muestral n necesario para distintos

valores de P0 y α = 0, 05.
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Figura 5: n como función de P0

Obsérvese que

El tamaño n obtenido es independiente del tamaño de la población, y se basa en muestreo

con reposición. Será aplicable al caso en el que el muestreo sea realmente con reposición, o,

si es sin reposición, que el tamaño de la población N sea muy grande.

Tomado este n, tenemos garant́ıas de que, si la hipótesis de que la fracción de incumplimientos

P satisface que P ≤ P0 es falsa, la probabilidad de que en la muestra no haya ni un solo

incumplimiento es a lo sumo α. En otras palabras, la probabilidad de que el test no detecte

que la fracción de incumplimiento es superior a P0 es α.

En el caso en el que el tamaño de la población N sea moderado o pequeño, si el muestreo que

se realiza es sin reposición, la expresión (4) debe ser modificada: al extraer una muestra aleatoria

sin reposición de n de unidades de una población de N unidades en la que una fracción P ≥ P0

registran incumplimentos, la probabilidad de que ninguna de las n unidades seleccionadas presente

incumplimento es α si tomamos n no como en (4), sino satisfaciendo la ecuación

(N(1−P0)
n )

(N
n) = α, (5)

donde
(
a
b

)
representa el combinatorio de a sobre b, que se obtiene en Excel con la función COMBINAT.

El valor de n se obtiene resolviendo, por tanteo, la ecuación (5). En la Figura 6 se muestra el

tamaño muestral obtenido resolviendo (5) para distintos tamaños poblacionales N y P0 = 0, 1 y

P0 = 0, 05.
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Figura 6: Contraste de hipóteis sobre el nivel de riesgo

En la hoja TAM CONTROL CUMP SIN REP del fichero Ejemplos.xls aparecen calculados por este

procedimiento el tamaño muestral necesario para validar, con una probabilidad de error α = 0, 05,

la hipótesis de que la fracción de incumplimento no supera un valor P0 = 0, 05.

En la hoja TAM CONTROL CUMP SIN REP 2 del fichero Ejemplos.xls aparece una tabla con la

que determinar, para un valor P0 dado y una población de tamaño N, el valor de α, es decir: la

probabilidad de que, si la fracción de incumplimiento es superior a P0, analizando una muestra de

n registros no se obtenga ni uno solo con incumplimiento.

Como ilustración, en la Figura 7 se muestra, para una población de N = 5.000 individuos y

P0 = 0, 03 el valor de α para distintos valores de n en la fórmula (5).

2.3. Tamaño muestral y control del error de estimación

Tanto si existe una restricción de tiempo ŕıgida como la indicada en la Sección 2.1 como si

no existe, como gúıa debe explorarse, con la ayuda de Excel, cuál seŕıa el error cometido para

distintos tamaños muestrales posibles. De esta manera debe obtenerse un satisfactorio equilibrio

entre esfuerzo de muestreo (tamaño muestral) y error, o bien, si tal equilibrio no existe, descartar el

muestreo probabiĺıstico, optar por el subjetivo, justificando tal opción por el error que se cometeŕıa
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Figura 7: α como función de n (N = 5.000, P0 = 0, 03)

con tamaños muestrales asumibles.

El error es función no sólo de la variable que se esté estudiando, sino también del diseño muestral

que se esté utilizando.

La medida del error a priori de referencia que establecemos es sólo válida para el caso del

muestreo aleatorio simple, en el caso en que se vaya a estudiar una única variable, que ésta sea

dicotómica (śı/no), y que no haya argumentos en contra de la utilización del teorema del ĺımite

central (esencialmente, que la muestra sea de tamaño muy pequeño, o bien que se aborde un

problema de sucesos raros).

Cuando no sean válidas las condiciones anteriores, la medida del error que proponemos es una

gúıa, si bien puede no representar fielmente el error cometido.

2.3.1. Determinación de tamaños muestrales en el escenario más desfavorable

Denotemos por

N, el tamaño de la población.

n, el tamaño de la muestra.

α, la significación. Con esto afirmamos que si el análisis fuera realizado de modo independiente

por un número grande de auditores, el 100 · (1−α) % de ellos llegaŕıan a la misma conclusión.
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El valor habitual para el nivel de significación será del 5 %, esto es: α = 0, 05, lo

que implica que, grosso modo, el 5 % de los estudios realizados con este procedimiento darán

resultados inválidos. Éste será un parámetro que debemos suministrar.

Z1−α/2 es un coeficiente, llamado cuantil 1−α/2 de la normal estándar. Éste es un parámetro

que se calcula a partir de α. Se obtiene mediante la función Excel DISTR.NORM.ESTAND.INV;

en la Figura 8 aparece cómo calcular en Excel el coeficiente para el nivel de significación del

5 %, esto es, para α = 0, 05.

Para distintos valores de α se obtienen los valores que aparecen en la Figura 9.

En estas circunstancias, a un nivel de significación α, el error ε es

ε = Z1−α/2

√(
1
n
− 1

N

)
N

4(N − 1)
. (6)

De la fórmula (6), despejando n, obtenemos

n =
1

1
N + ε24(N−1)

Z2
1−α/2

N

(7)

En la hoja TAM MUESTREO ALEAT del fichero Ejemplos.xls aparece

una tabla en la que, dados el tamaño poblacional N, y el nivel de significación α, determinar

para distintos tamaños muestrales n el error cometido.

Una gráfica en la que se observa la evolución del tamaño muestral n necesario con respecto

al error ε admisible.

En la hoja TAM MUESTREO ALEAT 2 del fichero Ejemplos.xls se indica cómo determinar n

cuando el error ε viene dado. Describiremos esta hoja más adelante.

Figura 8: Calculando el cuantil Z1−0.05/2

Ejemplo 1 Para una población de N = 250.000 individuos, sobre la que se selecciona una muestra

aleatoria simple de n = 1.250 individuos (es decir, una fracción de muestreo del 0, 5 %), a un nivel
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Figura 9: Z1−α/2 para distintos valores de α

de significación del 5% se obtiene un error ε = 0, 02765. El proceso en la hoja Excel aparece en la

Figura 10.

Si nos conformamos con un error de ε = 0, 05 usamos la fórmula (7), obteniendo n = 383, 56

que redondeamos a n = 384.

2

Figura 10: Caculando el error al 95% para N = 250.000, n = 1.250

La utilidad del muestreo estad́ıstico será tanto mayor cuanto mayor sea el tamaño de la

población, como queda de manifiesto al comparar el resultado del Ejemplo 1 con el siguiente.

Ejemplo 2 Para una población de N = 250 individuos, un tamaño muestral de n = 190 (es

decir, una fracción de muestreo del 76 %) produce, con un nivel de significación del 5 %, un error
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ε = 0, 0349.

Análogamente, para una fracción de muestreo del 10 %, esto es, n = 25, se obtiene un error

ε = 0, 18631, siendo necesario, según (7), un tamaño muestral de n = 151, 68 (es decir: n = 152)

para obtener un error a priori de ε = 0, 05.

2

Ejemplo 3 La base de datos de Contratos de 2004 contiene 77.555 registros. Para obtener a un

nivel de significación α = 0, 05 un error ε = 0, 05 son necesarios, de acuerdo a la fórmula (7),

n = 382, 26 ≈ 383 individuos. En definitiva, necesitamos muestrear algo menos del 0, 5 %.

En cambio, si el estudio se reduce a los 410 individuos de la base de Contratos de 2004 con

campo uni-adm 267, tenemos sólo 410 registros, se necesitan, según la fórmula (7), n = 198, 58 ≈ 199

individuos, lo que representa más del 48 % de los datos.

2

Para poder evaluar el compromiso entre esfuerzo de muestreo y error, debe representarse gráfi-

camente, para distintos valores del tamaño muestral n, el error ε resultante. Como ilustración, en la

Figura 11 se muestra el error al 95%, aplicando la fórmula (6), para una población de N = 250.000

individuos.

2.3.2. Determinación de tamaños muestrales con información adicional

La fórmula (6) como medida del error considera el caso más desfavorable (supone máxima

indeterminación). En ocasiones parece asumible que, antes de extraer la muestra, se disponga de

información (por experiencias previas) sobre el parámetro objeto de estudio. Si el estudio a realizar

es continuación de otro ya realizado sobre la misma población, y cabe esperar que la variable no

haya sufrido grandes modificaciones, podemos utilizar, en lugar de (6), la expresión

ε = Z1−α/2

√(
1
n
− 1

N

)
N

(N − 1)
P (1− P ), (8)

con la misma interpretación de los coeficientes que en (6), y P es el valor previsible a priori para

la proporción.

Despejando, obtenemos el tamaño muestral para un ε fijo: en lugar de la expresión (7), que

aplicamos sin conocimiento de información adicional, utilizamos

n =
1

1
N + ε2(N−1)

P (1−P )Z2
1−α/2

N

. (9)
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Figura 11: Curva de error al 95 % para N = 250.000

En el caso más desfavorable (P = 0.5), ambas expresiones coinciden.

Para fijar el valor de P, se sugiere utilizar la tabla siguiente:

Nivel de riesgo P

Máximo 0.5

Alto 0.2

Medio 0.1

Bajo 0.05

(10)

Si se desea contrastar una hipótesis sobre el nivel de riesgo, puede hacerse un análisis como

el descrito en la Sección 2.2. Supongamos que queremos comprobar la veracidad de la hipótesis

de que el nivel de riesgo es medio o bajo (esto es, que P ≤ 0.1). Si la población es grande (esto

es, si N es grande), hacemos uso de la tabla de la Figura 4, y obtenemos (para α = 0, 05) un

valor n = 28. Extraemos pues una muestra de n = 28 registros; si en ninguno de ellos observamos

incumplimiento, entonces podemos aceptar la hipótesis de que el riesgo es moderado o bajo.

Para valores de N moderados o pequeños, determinamos n mediante la fórmula (5).
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En la segunda columna de la Figura 6 se recoge el n que se obtiene al aplicar (5) para distintos

tamaños poblacionales N.

Para contrastar la hipótesis de que el riesgo es bajo (P ≤ 0.05) seŕıa necesario examinar una

muestra de n = 58 registros (para N grande), o bien el valor de n recogido en la tercera columna

de la Figura 6, para valores moderados o pequeños de n.

Una vez valorado el nivel de riesgo (mediante un control como el descrito previamente, o bien

por la experiencia del auditor en situaciones similares), podemos determinar, para un nivel de riesgo

dado, el error ε a priori asociado a un tamaño muestral dado. En el caso de haberse tomado una

muestra inicial para contrastar una hipótesis sobre nivel de riesgo, ésta no debeŕıa reutilizarse en

el proceso posterior de inferencia.

Ejemplo 4 Con los datos del Ejemplo 2, bajo la hipótesis de máxima indeterminación (P = 0, 5),

se obtuvo, para N = 250, n = 25, un error ε = 0, 1863. Si, en cambio, podemos asumir para el

cálculo del error a priori, que P = 0, 02, entonces el error obtenido, aplicando la fórmula (8), es

ε = 0, 00977.

El valor del error ε para distintos valores de P, tal como se obtendŕıa en Excel, aparece recogido

en la Figura 12.

2

Figura 12: Error con nivel de significación del 5 % para distintas hipótesis sobre P

Ejemplo 5 Para la base de datos de Contratos de 2004, con 77.555 registros, vimos en el Ejemplo

3 que se necesitan n = 382, 26 ≈ 383 registros para obtener un error del 0, 05 y un nivel de

significación α = 0, 05 bajo el principio de máxima indeterminación, es decir: para la hipótesis de

riesgo máximo. Si es posible admitir hipótesis de riesgo menor, se necesitan, obviamente, menores

tamaños muestrales, como se ilustra en la Figura 13.

2

Dado que el hacer hipótesis sobre el valor P de la proporción puede ser determinante para reducir

el tamaño muestral necesario, es conveniente representar las curvas con el error representado frente

al tamaño muestral para diferentes escenarios para P , incluyendo el más desfavorable (P = Q =
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Figura 13: Tamaños muestrales en la base de Contratos para distintas hipótesis sobre P

0, 5) y al mismo tiempo los más plausibles. En otras palabras, en lugar de representar la Figura 11,

es deseable representar las curvas de la Figura 14.

Figura 14: Curva de error al 95 % con N = 250.000 en distintos escenarios para P
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En la hoja GRAFICA DE ERRORES del fichero Ejemplos.xls aparecen tabulados, para un tamaño

poblacional N y un nivel de confianza α fijos, el error que se obtiene para distintos valores de n en

tres escenarios distintos. Los resultados se representan gráficamente.

2.3.3. Error para varios atributos

Las expresiones anteriores del error son válidas si el análisis se limita a una variable, aunque

ésta podŕıa ser una variable compuesta, como la que se propońıa en (2).

Si tenemos r atributos, y queremos analizar el error no para un solo atributo concreto, sino para

todos y cada uno de los r atributos, hay que corregir las fórmulas anteriores. Usando el método de

Bonferroni, se obtiene para el error

ε = Z1−α/(2·r)

√(
1
n
− 1

N

)
N

4(N − 1)
. (11)

Si las r variables son proporciones, P1, . . . , Pr, y sobre todas tenemos una cota superior P ≤ 0, 5

entonces la fórmula (8) se corrige, dando

ε = Z1−α/(2·r)

√(
1
n
− 1

N

)
N

(N − 1)
P (1− P ). (12)

En la Figura 15 aparece para una población de N = 2.500 y una muestra de tamaño n = 125,

el error obtenido, para distintas hipótesis sobre la cota P ≤ 0, 5 de r proporciones.

Figura 15: Errores para tablas con r variables

Rećıprocamente, para un error fijado ε, el tamaño muestral n que garantiza el error ε para el

conjunto de r estimaciones es

n =
1

1
N + ε24(N−1)

Z2
1−α/(2·r)

N

. (13)
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En la hoja TAM MUESTRAL VARIOS ATR del fichero Ejemplos.xls se calcula el tamaño muestral a

partir del tamaño poblacional N, el nivel de significación α, el error ε y el nivel de riesgo P.

Si, además, podemos asumir que todas las proporciones son inferiores o iguales a un cierto

P0 ≤ 1
2 , entonces podemos corregir la expresión (13), obteniendo en su lugar

n =
1

1
N + ε2(N−1)

Z2
1−α/(2·r)

NP0(1−P0)

. (14)

En la hoja TAM MUESTREO ALEAT 2 del fichero Ejemplos.xls aparece una tabla con la que,

fijados el tamaño poblacional N, el tamaño muestral n, el nivel designificación α, y el número de

atributos r, se determina, para distintos escenarios sobre P, el error ε cometido.
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3. Generación de números aleatorios

El muestreo probabiĺıstico se basa en la generación de la muestra a examinar mediante un

mecanismo aleatorio.

Para poder simular en ordenador un mecanismo aleatorio, usaremos la utilidad de generación de

números pseudoaleatorios implementada en Excel, y de caracteŕısticas similares a las que aparecen

en otros paquetes estad́ısticos.

Debe tenerse en cuenta que la función que vamos a usar no genera números auténticamente

aleatorios: tiene una compleja fórmula matemática implementada, de modo que los números que

se van generando parecen aleatorios, sin serlo. De esta manera, simulamos la generación aleatoria,

pero con la ventaja de que podemos reproducir el experimento tantas veces como queramos con

idéntico resultado.

Para reproducir la secuencia de números aleatorios tendremos que generar una semilla, esto

es, un valor con el que poner en marcha el mecanismo aleatorio. Aunque la semilla propuesta

puede quedar a la libre elección del usuario, proponemos un procedimiento estándar, que permita

a cualquier usuario, en cualquier ordenador, obtener la misma semilla. Para su aplicación basta

introducir los datos que se precisan en la Sección 3.1 en la hoja SEMILLA del fichero Ejemplos.xls.

3.1. Generación de una semilla

Siempre que usemos la misma semilla obtendremos la misma secuencia de números aleatorios.

La semilla está asociada a una serie de parámetros, que deben hacerse constar en los informes

técnicos en los que se describa el proceso de muestreo empleado:

La fecha en la que se tomó la muestra (e.g. 04/07/2005).

El código de identificación del técnico (e.g. tarjeta 142).

El número que ocupa la extracción de ese d́ıa por parte de ese técnico (un 1 si fue la primera

tanda de números aleatorios del d́ıa, 2 si fue la segunda, . . . ).

De esta manera se obtiene un número de cuatro d́ıgitos, que se usará como semilla para generar

los números aleatorios.

La fórmula que se ha implantado es

semilla = 10000 · frac((198, 593 + serie · tarjeta) · log(dia · serie) +

+307, 476 · log(mes) + 1, 111 · log(1 + año · serie) + 1000, 923 · log(diasem)),

donde
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frac representa la parte fraccionaria. La parte fraccionaria de un número x se obtiene restando

al número x su parte entera. La parte entera de un número x se obtiene en Excel con la función

ENTERO

log es el logaritmo neperiano. Se obtiene en Excel con la función LN

dia es el d́ıa de la fecha, obtenida en Excel con la función DIA

mes es el mes de la fecha, obtenido en Excel con la función MES

año es el año de la fecha, obtenido en Excel con la función A~NO

diasem se obtiene sobre la fecha con la fución DIASEM (vale 1 si el d́ıa es domingo, 2 si es

lunes, 3 si es martes, etc.

tarjeta es el número de tarjeta del usuario

serie es el lugar que ocupa la semilla en la serie de semillas generadas ese d́ıa.

Si el número obtenido es menor que 1000, se corrige el valor obtenido para las decenas de millar

(cero) por DIASEM.

Ejemplo 6 En la Figura 16 se muestran los tres valores que se obtendŕıan como semilla generadas

el 04/07/2005 por el usuario con número de tarjeta 114 (los números 9014, 4005, 2988, 2124), las

dos semillas que obtendŕıa ese mismo d́ıa el usuario con número de tarjeta 43 (los números 4745,

1198), y la primera semilla que generaŕıa este último usuario el 05/07/2005 (el 2238).

2

Figura 16: Generación de semillas
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3.2. Generación reproducible de números aleatorios

Para generar números aleatorios usaremos el módulo de Análisis de Datos, que aparece en

Excel en el menú Herramientas, como se muestra en la Figura 17.

Figura 17: Utilidad de análisis de datos

Si esta utilidad no apareciera en el menú Herramientas, entonces es necesario instalarla. Para

ello se selecciona en Herramientas la opción Complementos (ver Figura 18), y en ella, tras se-

leccionar Herramientas para análisis, como se muestra en la Figura 19, pulsamos Aceptar.

Volviendo de nuevo a la opción Herramientas, veremos que śı aparece la opción de Análisis de

Datos.

Una vez instalada la utilidad de Análisis de Datos, seleccionamos la opción de Generación

de números aleatorios, como se muestra en la Figura 20. Al aceptar, nos aparece un cuadro de

diálogo como el de la Figura 21.

La opción Número de variables nos pregunta cuántas columnas de números aleatorios de-

seamos generar. La cantidad de números aleatorios, las filas. La distribución, el tipo de

números aleatorios que vamos a generar. Con las opciones seleccionadas en la Figura 21, se gene-

rarán 100 números aleatorios, Uniformes entre 0 y 1, en una columna de la hoja.

En Iniciar con, debemos introducir la semilla que se obtiene con el procedimiento descrito en

la Sección 3.1.
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Figura 18: Instalación de la utilidad de análisis de datos

Figura 19: Instalación de la utilidad de análisis de datos

3.3. Generación de etiquetas

En muchas ocasiones los individuos van a venir descritos con un literal (por ejemplo, nombre

del municipio), y deseamos asignarle a cada uno un código numérico correlativo. Si bien existen

multitud de formas de hacer esto con Excel, una de ellas usa, precisamente, el módulo de generación

de números aleatorios.

Si, en lugar de seleccionar en distribución la uniforme seleccionamos frecuencia relativa,

nos aparece un cuadro como el de la Figura 22. Los parámetros a indicar son
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Figura 20: Generación de números aleatorios

Figura 21: Generación de números aleatorios

De: primer número generado.

a: último número generado.

incremento: el salto. Por ejemplo, De 1 a 10 con incremento 3, generaŕıa la secuencia

1, 1 + 3 = 4, 4 + 3 = 7, 7 + 3 = 10.

repitiendo cada número: el número de veces seguidas que se escribe cada número la secuen-

cia obtenida. Por ejemplo, poniendo 2, y con los parámetros anteriores, se genera la secuencia

1, 1, 4, 4, 7, 7, 10, 10.

repitiendo la secuencia: el número de veces que se repite la secuencia.
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Figura 22: Generando etiquetas

3.4. Ordenación aleatoria

En ocasiones será útil ordenar aleatoriamente las etiquetas 1, 2, . . . , N, simulando el proceso en

el que cada etiqueta estuviera pintada en un naipe, y pudiéramos barajarlos. Este procedimiento

será especialmente útil en el muestreo por unidad monetaria, descrito en la Sección 4.3, pues con

esto evitamos que la selección de la muestra venga afectada por la posición que ocupan los registros

en la base de datos.

Para obtener una ordenación aleatoria de las etiquetas 1, 2, . . . , N, hacemos:

1. En la hoja de cálculo utilizamos la primera columna para anotar los números del 1 al N (las

etiquetas). Para ello seguimos el procedimiento descrito en la Sección 3.3.

2. En la siguiente columna se generan, como se ha descrito en la Sección 3.2, N valores de una

distribución uniforme entre 0 y 1.

3. Se ordenan las etiquetas en orden creciente de los números aleatorios de la segunda columna.

Ejemplo 7 Ordenemos aleatoriamente, siguiendo el algoritmo anterior, una población de N = 250

individuos. Para ello, generamos en la primera columna números correlativos de 1 a 250, y a

continuación, en la segunda columna, 250 números uniformes entre 0 y 1. Marcamos las columnas

A y B, y seleccionamos, en Datos, la opción Ordenar, como aparece en la Figura 23.
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Figura 23: Ordenación aleatoria de una población de 250 individuos

Al ordenar los 250 individuos por el valor de su número aleatorio asociado se obtiene la tabla

con la ordenación aleatoria.

2

Ejemplo 8 De la base de datos de contratos de 2004, extraemos, en la hoja de cálculo DATOS

267 del fichero Excel ejemplos.xls, aquellos con el campo uni-adm 267, que se corresponde con

los registros en los que el campo den-uni-adm toma el valor D.G. ARQUITECTURA Y VIVIENDA. Se

obtienen 410 individuos, como se muestra en la Figura 24.

Con la semilla 2238 generamos 410 valores de una uniforme en (0, 1), como se muestra en la

Figura 25.

Al aplicar la opción Ordenar de Excel, obtenemos los contratos aleatoriamente permutados,

como aparece en la Figura 26.

2
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Figura 24: Los 410 contratos de la D.G. de Arquitectura y Vivienda

Figura 25: Insertando los valores aleatorios en los contratos de la D.G. de Arquitectura y Vivienda

3.5. Generación no reproducible de números aleatorios

Si, en el procedimiento de la Sección 3.2, dejamos en blanco el valor de la celda Iniciar con,

Excel genera internamente una semilla. El proceso no es, por tanto, reproducible.

Si buscábamos obtener uno o varios valores (pseudo)aleatorios, sin garantizar la reproducibilidad

de la secuencia generada, Excel proporciona un procedimiento más simple: la función ALEATORIO(),
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Figura 26: Ordenación aleatoria de los contratos de la D.G. de Arquitectura y Vivienda

que genera, cada vez que se la invoca, un valor pseudoaleatorio entre 0 y 1.

Para introducir en Excel la función ALEATORIO() basta con escribirla sobre la celda corres-

pondiente, como se muestra, por ejemplo, en la Figura 27. Alternativamente, podemos utilizar la

utilidad de Excel para inserción de funciones, posicionando el cursor sobre la opción fx, como se

mostró en la Figura 1. Al pinchar nos aparece una ventana como la de la Figura 2. En la opción o

seleccionar una categorı́a seleccionamos Todas, como en la Figura 2. En la lista de funciones

aparece la función ALEATORIO, como se aprecia en la Figura 28. Aparece la ventana mostrada en

la Figura 29. Pulsando Aceptar obtenemos en la celda que tuviéramos seleccionada un número

aleatorio entre 0 y 1.

Para fijar el contenido de las celdas donde hemos llamado a la función ALEATORIO(), seguimos

el siguiente proceso:

1. Seleccionar las celdas en las que se haya usado la función ALEATORIO().

2. Utilizar la opción Copiar.

3. Seleccionar, en Edición, la opción Pegado especial ..., como en la Figura 30.

4. Seleccionar la opción Valores en Pegar, como en la Figura 31.

A partir de ese momento, las celdas en las que aparećıan los números aleatorios quedan fijas.
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Figura 27: Función ALEATORIO()

Figura 28: Función ALEATORIO()

3.6. Generación de números en un intervalo

De esta forma obtenemos valores pseudoaleatorios entre 0 y 1. Si nuestro propósito es obtener

números enteros (pseudo)aleatorios entre 1 y N, aplicamos, a cada U uniforme entre 0 y 1, la

fórmula

X = 1 + bN · Uc. (15)

En (15), bzc denota el mayor natural menor o igual que z, que en Excel aparece como función

ENTERO.

Por ejemplo, para obtener con Excel b2, 8c, usamos =ENTERO(2,8), que nos dará como resultado

2.
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Figura 29: Función ALEATORIO()

Figura 30: Pegado especial

Ejemplo 9 Generemos, a partir del número U = 0, 2462 un valor aleatorio entre 1 y 136. Para ello

aplicamos la fórmula (15); en Excel: =1+ENTERO(136*0,2462), dando el resultado de 34.

2

En la Figura 32 se generan números aleatorios entre 0 y 1. A partir de éstos, obtenemos en la

Figura 33 números aleatorios enteros entre 1 y 250.

En la hoja ALEAT 1..N del fichero Ejemplos.xls se muestra cómo, a partir de un conjunto de

5.000 valores aleatorios en 0 y 1 se generan, con reposición, 5.000 valores aleatorios entre 1 y N,

para un valor de N especificado en la hoja.

Obsérvese que este procedimiento no garantiza que los números obtenidos sean distintos, co-
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Figura 31: Pegado especial

mo puede verse en la Figura 33 con los valores generados en lugar 6 y 9. Si nuestro objetivo es

extraer una muestra aleatoria sin repeticiones, entonces tendremos que usar procedimientos más

sofisticados, como los que se describen en la Sección 4.1.2.
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Figura 32: Generación de números aleatorios entre 0 y 1 (semilla fija)

Figura 33: Generación de números aleatorios enteros entre 1 y 250 (semilla fija)
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4. Diseños muestrales

Diremos que la población es homogénea cuando

Todos los individuos pueden ser muestreados siguiendo el mismo procedimiento.

El nivel de riesgo y la prioridad de análisis son los mismos en todos los individuos.

Las variables objeto de estudio toman valores parecidos en los mismos.

En tales casos, se propone usar un diseño que sea

1. Fácilmente implementable por personal no especializado.

2. Reproducible: a partir de una información de base (la semilla), puede obtenerse, si se desea,

la misma muestra.

Las propuestas en esta ĺınea para seleccionar n individuos de una población de tamaño N son:

1. Muestreo aleatorio simple sin reposición.

2. Muestreo sistemático.

3. Muestreo por unidad monetaria.

4.1. Muestreo aleatorio simple sin reposición

4.1.1. Generación de la muestra. Método de eliminación de duplicados

Para generar una muestra aleatoria simple sin reposición de tamaño n de una población de

N individuos, tenemos un primer procedimiento basado en la generación sucesiva de números

aleatorios en un intervalo, como se describió en la Sección 3.6. Este método, denominado método

de generación de muestras aleatorias basado en la eliminación de duplicados, actúa

como sigue:

1. Fijamos una semilla s.

2. Hacemos k = 1.

3. Generamos k · n números aleatorios U entre 0 y 1 a partir de la semilla s.

4. Generamos k ·n números aleatorios X en el conjunto {1, 2, . . . , N} aplicando la fórmula (15).

5. Si se han obtenido al menos n números aleatorios distintos en {1, 2, . . . , N}, tomar los n

primeros obtenidos. Si no, volver al paso 2, incrementando en una unidad el valor de k.
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El método de generación de muestras aleatorias basado en la eliminación de duplicados es el

recomendado cuando la muestra que se vaya a extraer tenga un tamaño n pequeño, donde sea

fácil detectar visualmente duplicados, y cuando sea también pequeña la ratio n/N, para que sea

poco probable la aparición de duplicados. Por ejemplo, en una población de N = 200 individuos, si

extraemos n = 10 números aleatorios, la probabilidad de que haya duplicados es del 24 %, mientras

que si extraemos n = 30 números aleatorios, la probabilidad de que haya duplicados crece hasta el

91 %.

Para identificar los elementos generados, podemos usar la función BUSCAR. Podemos utilizar la

utilidad de Excel para inserción de funciones, posicionando el cursor sobre la opción fx, como se

mostró en la Figura 1. Al pinchar nos aparece una ventana como la de la Figura 2. En la opción o

seleccionar una categorı́a seleccionamos Todas, como en la Figura 2. En la lista de funciones

aparece la función BUSCAR, como se aprecia en la Figura 34. Pulsando Aceptar obtenemos la ventana

de la Figura 35. De las dos opciones presentadas, escogemos la primera (valor buscado; vector

de comparación; resultado), y obtenemos una ventana como la que aparece en la Figura 36.

Debemos indicar a continuación 3 datos:

Valor buscado (el valor que queremos buscar).

Vector de comparación (dónde debemos buscar el valor).

Vector resultado (qué valor queremos que indique sobre el registro en el que se da la

coincidencia).

Figura 34: Función BUSCAR
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Figura 35: Función BUSCAR

Figura 36: Función BUSCAR

Ejemplo 10 Supongamos que queremos generar una muestra aleatoria simple sin reposición de

n = 5 contratos de entre los 410 contratos de la D.G. de Arquitectura y Vivienda, recogidos en la

hoja DATOS 267 del fichero ejemplo.xls

Con la semilla 1190 generamos, en otra hoja, n = 5 números aleatorios en (0, 1), y a partir de

cada x aśı obtenido, aplicando la fórmula =1+ENTERO(410*x), obtenemos los valores aleatorios que

se muestran en la Figura 37.

Figura 37: Generación de 5 números aleatorios enteros entre 1 y 410 (semilla 1190)
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Si hubiera repeticiones, en lugar de 5, generaŕıamos más valores, hasta obtener 5 distintos.

Ahora bastaŕıa buscar en la hoja de los contratos cuáles son los contratos número 50, 236, etc. Esto

puede hacerso manualmente, o bien con ayuda de la función BUSCAR, obteniéndose los contratos

que se indican en la Figura 38.

Figura 38: Generación de muestra aleatoria de 5 contratos de la D.G. de Arquitectura y Vivienda

2

4.1.2. Generación de la muestra. Método de ordenación aleatoria

Cuando el tamaño muestral vaya a ser grande en términos absolutos, o relativos con respecto a

n, en lugar de usar el método de generación de muestras aleatorias basado en la eliminación de du-

plicados, usaremos el método de generación de muestras aleatorias basado en ordenación

aleatoria:

1. En la hoja de cálculo utilizamos la primera columna para anotar los números del 1 al N (las

etiquetas). Para ello seguimos el procedimiento descrito en la Sección 3.3.

2. Ordenamos aleatoriamente las etiquetas, como se describió en la Sección 3.4.

3. Se toma como muestra aleatoria simple el conjunto de n etiquetas con menores números

aleatorios.

Ejemplo 11 Generemos, siguiendo el algoritmo anterior, una muestra de n = 10 individuos de

una población de N = 250 individuos. Para ello, generamos una ordenación aleatoria, como se

descibió en el Ejemplo 7, y se mostró en la Figura 23. Los 10 primeros elementos, marcados en otro

tono en la Figura 39, constituyen la muestra aleatoria simple.

2
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Figura 39: Generación de muestra de 10 en una población de 250 individuos

Ejemplo 12 Generemos, siguiendo el método de la permutación aleatoria, una muestra aleatoria

simple de 25 contratos de la hoja DATOS 267 del fichero ejemplo.xls.

Construimos una ordenación aleatoria de todos los contratos, como se ilustró en la Figura 26.

Los 25 primeros (marcados en otro tono en la Figura 40) forman la muestra.

2

La limitación de este procedimiento, en cuanto al tamaño de n, está en la limitación de Excel

para generar números aleatorios. Por ejemplo, en la Figura 41 se muestran los primeros elementos

de la muestra que se obtendŕıan por el método de la ordenación aleatoria para N = 30.000.

4.1.3. Estimación

En el muestreo aleatorio simple, estimamos el parámetro ϑ como sigue:

la media de una variable Y mediante la media y de la muestra.

34



Figura 40: Generación de muestra de 25 contratos

la proporción de individuos que tienen una caracteŕıstica mediante la proporción p

de individuos con la caracteŕıstica en la muestra.

el total de una variable Y mediante una regla de tres: Ny.

el total de individuos que tienen una caracteŕıstica mediante la fórmula N · p, siendo

p la proporción de individuos con la caracteŕıstica en la muestra.

Los errores no se pueden calcular, pues si se pudiese conocer el error cometido, se corregiŕıa el

estimador, anulando el error. En cambio, śı es posible construir a posteriori estimadores del error

a un nivel de significación determinado (el 5 %, por ejemplo). Aśı,
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Figura 41: Generación de muestra de en una población de 30.000 individuos

el estimador del error al nivel 1− α al estimar la media se obtiene mediante la fórmula

ε̂ = Z1−α/2

√(
1
n
− 1

N

)
S2,

donde S2 es la cuasivarianza de Y en la muestra, que se obtiene en Excel con la función VAR

el estimador del error al nivel 1 − α al estimar la proporción de individuos que tienen una

caracteŕıstica mediante la proporción p de individuos con la caracteŕıstica en la muestra se

obtiene mediante la fórmula

ε̂ = Z1−α/2

√(
1
n
− 1

N

)
n

n− 1
p(1− p) (16)

el estimador del error al nivel 1− α al estimar el total de una variable Y por Ny es

ε̂ = Z1−α/2N

√(
1
n
− 1

N

)
S2 (17)

el estimador del error al nivel 1 − α al estimar el total de individuos que tienen una carac-

teŕıstica por N · p, siendo p la proporción de individuos con la caracteŕıstica en la muestra,
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es

ε̂ = Z1−α/2N

√(
1
n
− 1

N

)
n

n− 1
p(1− p).

La manera habitual de presentar la información es en la forma

estimador± estimador del error,

que se conoce como intervalo de confianza.

Ejemplo 13 Supongamos que, sobre una población de N = 620 individuos, queremos estimar

la proporción de individuos con una caracteŕıstica. Para ello seleccionamos una muestra aleatoria

simple de n = 31 individuos, de los que 4 presentan la caracteŕıstica.

La proporción muestral es, por tanto, p = 4/31 = 0, 12903. En otras palabras, estimamos que el

12.9 % de los individuos tienen la caracteŕıstica en cuestión. Si queremos construir un intervalo de

confianza al 95%, debemos estimar el error para α = 0, 05. Aplicando la fórmula (21), el estimador

del error es ε̂,

ε̂ = Z1−α/2

√(
1
n
− 1

N

)
n

n− 1
p(1− p) = 0, 11692.

Por tanto, el intervalo de confianza al 95% para la proporción es 0, 12903±0, 11692 = [0, 01211 ; 0, 24596].

2

4.2. Muestreo sistemático

Para utilizar sólo excepcionalmente, cuando existan circunstancias que justifiquen sus ventajas

sobre el aleatorio simple. La mayor ventaja es que, para generar la muestra, se necesita sólo un

número aleatorio, que se puede incluir en el informe correspondiente, facilitando la trazabilidad del

proceso de generación de la muestra.

En cambio, tiene el inconveniente de que, si bien todos los elementos pueden ser selecciona-

dos, no todas las parejas de elementos pueden ser seleccionados. Por ello es conveniente ordenar

aleatoriamente los datos antes de aplicar el muestreo.

4.2.1. Generación de la muestra

1. Se etiquetan los individuos del 1 al N.

2. Se determina el paso k = N
n , redondeado al entero más próximo, con la función REDONDEO.
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3. Se genera un número aleatorio entre 1 y k. Si no se requiere reproducibilidad, usar la función

ALEATORIO.ENTRE; si se requiere reproducibilidad, con la utilidad de generación de números

aleatorios, generar un valor U de una distribución uniforme entre 0 y 1, (la semilla, como se

especificó en la Sección 3.2), y aplicar la fórmula k∗ = 1 + bk ·Uc, donde bzc denota el mayor

natural menor o igual que z.

4. La muestra es la de etiquetas k∗, k∗ + k, k∗ + 2 · k . . .

Ejemplo 14 Extraigamos una muestra sistemática de n = 5 individuos de una población de N =

60 individuos. Para ello,

1. Etiquetamos los individuos del 1 al N.

2. Determinamos el paso k = N
n = 12.

3. Se genera un número aleatorio entre 1 y 12. Usamos la función ALEATORIO.ENTRE, como

ALEATORIO.ENTRE(1;12). Obtenemos el valor k∗ = 8 (obsérvese que, al usar un mecanismo

irreproducible, no tenemos garant́ıas de obtener idéntico valor al repetir este ejercicio).

4. La muestra es la de etiquetas 8, 20, 32, 44, 56, como se muestra en la Figura 42.

Figura 42: Generación de muestra sistemática

2

Con este procedimiento, no tenemos garant́ıas de generar una muestra de tamaño exactamente

n : puede diferir, si n no es divisor de N, en una unidad.

Ejemplo 15 Extraigamos una muestra sistemática de n = 5 individuos de una población de N =

128 individuos. Para ello,
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1. Etiquetamos los individuos del 1 al N = 128.

2. Redondeamos N
n = 25, 6 al entero más próximo, haciendo REDONDEAR(25,6;0).

3. Generamos un número aleatorio entre 1 y 16, con ALEATORIO.ENTRE(1;26). Obtenemos el

valor k∗ = 5.

4. La muestra es la de etiquetas 5, 31, 57, 83, 109.

En cambio, si el número aleatorio generado con la función ALEATORIO.ENTRE fuera, por ejemplo,

el 25, la muestra seŕıa la formada por las etiquetas 25, 51, 77, 103, pues la quinta (129) ya cae fuera

del rango.

2

Por la naturaleza del método, la inclusión en la muestra de algunos individuos automática-

mente excluye la de otros. Por ejemplo, dos unidades con etiquetas consecutivas nunca podŕıan

estar simultáneamente en la muestra. para evitar este fenómeno, los datos deben ser previamente

reordenados, mediante el método de la permutación aleatoria.

Ejemplo 16 De la base de datos de contratos de 2004, extraemos, en la hoja DATOS 267 del fichero

Excel ejemplos.xls, los 410 registros con el campo uni-adm 267.

Extraigamos una muestra sistemática de tamaño 25 (aproximadamente).

Realizamos, en primer lugar, una reordenación de los datos mediante el método de la per-

mutación aleatoria. Tomando como semilla el número 2238 obtenemos los contratos aleatoriamente

permutados, como aparece en la Figura 26.

Determinamos el paso: 410/25 = 16, 4 ≈ 16.

Generamos ahora un número aleatorio en el conjunto {1, 2, . . . , 16}. Con la semilla 2244 se

obtiene el 0, 224799 y a partir de él el valor en {1, 2, . . . , 16} obtenido como

1 + ENTERO(16 ∗ 0, 224799) = 4.

La muestra sistemática es, por tanto, la formada por los contratos con etiqueta 4, 4 + 16 =

20, 4 + 2 · 16 = 36, . . . , 4 + 25 · 16 = 404 (obsérvese que el tamaño final de la muestra es 26 en vez

de los 25 pretendidos). La muestra aparece en la Figura 43.

2
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Figura 43: Muestra sistemática de contratos de la D.G. de Arquitectura y Vivienda

4.2.2. Estimación

En el muestreo sistemático las fórmulas de estimación (aunque no los errores) son prácticamente

idénticos a los del muestreo aleatorio simple.

Aśı, estimamos el parámetro ϑ como sigue:

la media de una variable Y mediante 1
k

∑
i∈m Yi.

la proporción de individuos que tienen una caracteŕıstica mediante el cociente t
k ,

donde t representa el número de individuos con la caracteŕıstica en la muestra.

el total de una variable Y a partir del estimador de la media mediante una regla de tres:
N
k

∑
i∈m Yi.

el total de individuos que tienen una caracteŕıstica mediante la fórmula Nt
k siendo t
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el número de individuos con la caracteŕıstica en la muestra.

4.3. Muestreo por unidad monetaria con reposición

El muestreo aleatorio simple, descrito en la Sección 4.1, puede ser utilizado en cualquier tipo

de pruebas (tanto sustantivas como de cumplimiento). Las dos caracteŕısticas fundamentales del

muestreo aleatorio simple son:

1. Simplicidad de los procedimientos para generar la muestra.

2. Equiprobabilidad: todas las unidades tienen idéntica probabilidad de ser incluidas en la mues-

tra.

Esto no implica necesariamente que el muestreo aleatorio simple sea el más eficiente: puede

ocurrir que otros procedimientos de muestreo requieran menores tamaños muestrales para tener

unos niveles de error aceptables. Tal es el caso del muestreo por unidad monetaria, que describimos

a continuación, y que está especialmente indicado para pruebas sustantivas.

Para poder aplicar el muestreo por unidad monetaria es necesario disponer de una variable

auxiliar positiva, que identificamos con unidades monetarias. Usaremos este procedimiento sólo

cuando se dé alguno de los dos supuestos siguientes:

Que pueda suponerse que la variable objeto de estudio es aproximadamente proporcional a la

variable auxiliar. Por ejemplo, si cabe esperar que la cuant́ıa en el pago no debidamente jus-

tificada (variable objeto de estudio) es, aproximadamente, proporcional a la variable auxiliar

(cuant́ıa del pago).

Que se desee muestrear de modo equiprobable cada unidad monetaria (aunque eso suponga

que unos individuos serán seleccionados con mayor probabilidad que otros).

4.3.1. Generación de la muestra

Para obtener una muestra de tamaño n, se generan con reposición n números aleatorios del con-

junto {1, 2, . . . , N}, de modo que, en cada extracción, el valor j es generado con probabilidad Xj

T (X) .

Se consigue aśı que, en cada etapa, la probabilidad de inclusión del individuo j sea proporcional a

Xj .

El algoritmo es el siguiente:

1. Se crean, en la columna A, las etiquetas o identificadores de las unidades muestrales (código

de los gastos, etc.)
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2. En la columna B, anotamos los valores de la variable auxiliar X.

3. En la columna C, anotamos las probabilidades asociadas a las unidades muestrales (dividiendo

el valor correspondiente de la columna B por la suma de la columna B).

4. En la columna D, calculamos las probabilidades acumuladas; por ejemplo, en D4 se ano-

tará C1+C2+C3.

5. En la columna E anotamos los valores de la columna D, desplazados una fila, con E1 igual a

0. Por ejemplo, en E4 ponemos D3.

6. Generamos, en la columna F, n números aleatorios en el intervalo [0, 1].

7. Determinamos en G, para cada uno de los n números aleatorios, el individuo ui tal que el

número aleatorio está entre Ei y Di. Esto se consigue con la función BUSCAR. Por ejemplo,

haciendo en G1 =BUSCAR(F1;E:E;A:A), escribe en G1 la etiqueta del primer individuo selec-

cionado.

Ejemplo 17 De la base de datos de contratos de 2004, extraemos, en la hoja DATOS 267 del fichero

Excel ejemplos.xls, aquellos con el campo uni-adm 267. Seleccionemos con reposición una muestra

por unidad monetaria, siendo la variable auxiliar imp-contrato.

En la Figura 44 aparecen, en la columna A, la identificación del registro (número del contrato

/ código de contratista), y el importe del contrato (columna B), que es la variable auxiliar X.

Calculamos, como se ha descrito,

1. Las probabilidades asociadas a cada contrato (columna C).

2. Las probabilidades acumuladas (columna D).

3. Extremos inferiores de los intervalos (columna E).

El resultado se muestra en la Figura 44 y en la hoja MUM 267.

Por ejemplo, el contrato con identificación 2004056754 / 124783792G 00 (Fila 9 en Figura

44), tiene un importe de 20.009 euros, por lo que, en cada etapa, será seleccionado con una proba-

bilidad 0, 005461027, es decir: algo superior al 0, 5 %. Para que sea seleccionado, el número aleatorio

generado debe estar entre 0, 229632777 (Columna E) y 0, 235093804 (Columna D).

Generamos 20 números aleatorios (semilla 1030) en la columna G, y buscamos los contratos a

los que se corresponden, como se muestra en la Figura 45).

Por ejemplo, el primer número aleatorio obtenido es el 0, 103823969. Como al contrato de la Fila

4 (2003202035/2A14334411 00) le corresponde el intervalo que va del 0, 012060438 al 0, 210615937,
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Figura 44: Cálculo de probabilidades para un muestreo de contratos por unidad monetaria

éste es el contrato seleccionado en primer lugar. Se repite el proceso con los 20 números aleatorios,

generándose los contratos de la columna H.

Figura 45: Muestra de contratos por unidad monetaria con reposición

2

Obviamente, por ser el muestreo con reposición, pueden aparecer elementos repetidos en la

muestra. Debemos anotar los elementos obtenidos y cuántas veces aparece cada elemento en la

muestra.
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Por construcción, si en la muestra aparecen elementos en los que la variable auxiliar monetaria

es mucho mayor que en otros, es presumible que la muestra esté formada mayoritariamente por

elementos con valor alto de la variable, en ocasiones repetidos.

Esto se aprecia con claridad en el Ejemplo 17, de la hoja MUM 267. En efecto, el contrato

2003202035/2A14334411 00 tiene un importe de 727.500 euros, que supone el 19, 86 % del total.

La probabilidad de que sea éste el contrato generado en cada extracción del muestreo por unidad

monetaria es, pues, del 19, 86 %. Como cabe esperar, al extraer la muestra, este contrato aparece

representado varias (6 de los 20).

Debe reflexionarse sobre si ese efecto es asumible o no. Si no es el caso, y se desea al mismo

tiempo que aparezcan más los elementos con mayor valor de la variable, pero al mismo tiempo que

aparezcan también representados elementos con bajo valor de la variable monetaria, es necesario

estratificar la población, dejando en un grupo los individuos con mayor valor de la variable, y el

resto en uno o dos estratos.

Los detalles sobre la estratificación se darán en la Sección 4.5.

Ejemplo 18 En el fichero de contratos de 2004, con campo uni-adm 267, el campo uni-adm

den-prov toma 10 valores distintos, que se corresponden a las 8 provincias andaluzas, en 3 aparece

el valor uni-adm SS.CC., en 307 contratos el valor uni-adm SIN PROV. y en 1 el valor uni-adm

VALLADOLID. Excluimos el registro con el valor uni-adm VALLADOLID.

Para extraer una muestra sobre los 409 registros restantes, podemos hacer un muestreo por con-

glomerados, como el descrito en la Sección 4.6, seleccionando los registros sólo de algunas provincias.

De hecho, la muestra de este ejmplo será usada en el Ejemplo 22 para extraer una muestra de regis-

tros de varias (que no de todas) las provincias.

En este caso, procedemos a extraer una muestra con reposición de 3 unidades (valores de

uni-adm den-prov), proporcional a la cuant́ıa total de los contratos en las mismas.

Generamos los números aleatorios (semilla 2020), obteniéndose las unidades uni-adm SEVILLA

y uni-adm SIN PROVINCIA (2 veces). Véase la Figura 46 y la hoja MUM PROVINCIAS.

2

4.3.2. Estimación

En el muestreo por unidad monetaria con reposición, estimamos

la media de una variable Y mediante la fórmula X · y
x , donde

• X denota la media de X en la población.
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Figura 46: Generando muestra de provincias

• y
x denota la media en la muestra de los cocientes entre la variable Y y las unidades

monetarias X.

Como el muestreo es con reposición, puede haber elementos repetidos. En la fórmula anterior,

cada elemento debe ser contabilizado tantas veces como veces aparezca en la muestra.

la proporción P de individuos que tienen una caracteŕıstica mediante la fórmula

P̂ = X
1
n
·

∑
i∈m∗

1
Xi

, (18)

donde
∑

i∈m∗
1

Xi
representa la suma de los rećıprocos de la variable X en los individuos de la

muestra con la caracteŕıstica. En la fórmula anterior, cada elemento debe ser contabilizado

tantas veces como veces aparezca en la muestra.

el total de una variable Y mediante la fórmula

T (X) · y

x
, (19)

donde

• T (X) es el total en la población de la variable X.

• y
x denota la media en la muestra de los cocientes entre la variable Y y las unidades

monetarias X.

En la fórmula anterior, cada elemento debe ser contabilizado tantas veces como veces aparezca

en la muestra.
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el total de individuos que tienen una caracteŕıstica mediante la fórmula T (X)
n ·

∑
i∈m∗

1
Xi

,

donde
∑

i∈m∗
1

Xi
representa la suma de los rećıprocos de la variable X en los individuos de la

muestra con la caracteŕıstica. En la fórmula anterior, cada elemento debe ser contabilizado

tantas veces como veces aparezca en la muestra.

4.4. Muestreo por unidad monetaria sin reposición. Método de Madow

Es una variante del método por unidad monetaria descrito en la Sección 4.3, aunque en este

caso sin reposición.

Al ser sin reposición, es más preciso que el muestreo por unidad monetaria descrito en la Sección

4.3, sobre todo cuando el tamaño poblacional es pequeño. No obstante, obtener la muestra es más

complejo que en el caso con reposición.

Las hipótesis bajo las que se puede usar este método, y cuándo es éste superior al muestreo

aleatorio simple, son idénticas a las que se describieron en la Sección 4.3 para el muestreo con

reposición: es necesario disponer de una variable auxiliar positiva (unidades monetarias), que debe

ser aproximadamente proporcional a la variable objeto de estudio.

4.4.1. Generación de la muestra

El método para generar muestras por unidad monetaria sin reposición es, en esencia, el método

sistemático, descrito en la Sección 4.2, pero no aplicado sobre los individuos, sino sobre las unidades

monetarias. El procedimiento es el siguiente:

1. Analizar si existe alguna relación entre la variable auxiliar y la etiqueta. Si existe tal relación,

ordenar aleatoriamente los datos, siguiendo el procedimiento descrito en la Sección 3.4, y

trabajar en lo que sigue con la tabla obtenida después de la reordenación.

2. Se multiplica la variable auxiliar por la unidad seguida de ceros, hasta convertir la variable

en otra X, que sólo tome valores enteros.

3. Se calcula la suma T (X) de la variable X sobre todos los individuos restantes en la población

(inicialmente, todos).

4. Se determina el paso k = T (X)
n , redondeado al entero más próximo, con la función REDONDEAR.

5. Pasamos a otro estrato, para análisis exhaustivo, aquellos individuos ui cuya Xi es demasiado

grande: Xi > k. Estos individuos formarán otro estrato. Volver al Paso 3, con los individuos

que quedan en el estrato, y el tamaño muestral que proceda.
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6. A cada individuo ui se le asocia un intervalo {Ai, Ai}, con

A1 = 1, A1 = X1

A2 = X1 + 1, A2 = X1 + X2

A3 = X1 + X2 + 1, A3 = X1 + X2 + X3

...
...

AN = X1 + X2 + . . . + XN−1 + 1, AN = X1 + X2 + . . . + XN = T (X)

7. Se genera un número aleatorio entre 1 y k. Si no se requiere reproducibilidad, usar la función

ALEATORIO.ENTRE; si se requiere reproducibilidad, con la utilidad de generación de números

aleatorios, generar un valor U de una distribución uniforme entre 0 y 1, (la semilla, como se

especificó en la Sección 3.2), y aplicar la fórmula k∗ = 1 + bk ·Uc, donde bzc denota el mayor

natural menor o igual que z.

8. La muestra está formada por aquellos individuos ui en los que

Ai − k∗

k
≤ bAi − k∗

k
c

Ejemplo 19 Supongamos la población de N = 15 individuos, con variable auxiliar entera positiva

X, representada la Figura 47, de la que queremos extraer una muestra, por el método de Madow,

de n = 5 individuos.

1. No encontramos relación entre la variable auxiliar y la etiqueta, por lo que no es necesario

ordenar aleatoriamente los datos.

2. Como la variable auxiliar ya es entera, no hay que multiplicar por la unidad seguida de ceros,

y tomamos la variable auxiliar como X.

3. Calculamos su suma, T (X) = 7.268.

4. Se determina el paso k = T (X)
n = 1.453, 60. Redondeando al entero más próximo, obtenemos

el paso k = 1.454 como REDONDEAR(1453,60;0).

5. Eliminar de la población aquellos individuos ui cuya Xi es demasiado grande: Xi > 1.454.

En nuestro caso, hay que considerar en otro estrato a u2, pues X2 = 4.140 > 1.454.

Volvemos al Paso 3, pero excluyendo a u2. El nuevo tamaño muestral es n = 4. Se calcula

ahora la nueva suma T (X) = 3.128, el paso, k = T (X)
n = 782, 0.

Ningún individuo tiene un valor de X mayor que el paso, por lo que se va al paso siguiente
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Figura 47: Población del Ejemplo 19

6. A cada individuo ui se le asocia el intervalo {Ai, Ai}, como se muestra en la Figura 48.

7. Se genera un número aleatorio entre 1 y 782. Sin requerir reproducibilidad, usamos la función

ALEATORIO.ENTRE(1;782), y se obtiene el valor k∗ = 405.

8. La muestra está formada por aquellos individuos ui en los que

Ai − k∗

k
≤ bAi − k∗

k
c,

es decir: u3, u6, u9, u14, como se muestra en la Figura 49.

2

Ejemplo 20 En la hoja DATOS 267 del fichero ejemplos.xls, el campo uni-adm den-prov toma

10 valores distintos, que se corresponden a las 8 provincias andaluzas, en 3 aparece el valor uni-adm

SS.CC., en 307 contratos el valor uni-adm SIN PROV. y en 1 el valor uni-adm VALLADOLID.

Excluimos el registro con el valor uni-adm VALLADOLID, y extraemos una muestra sobre los

409 registros restantes, extrayendo una muestra sin reposición de 3 unidades (valores de uni-adm

den-prov ), y proporcional a la cuant́ıa total de los contratos en las mismas.
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Figura 48: Generando intervalos para Madow

Las unidades de uni-adm SEVILLA y uni-adm SIN PROVINCIA resultan demasiado grandes,

luego deben pasar al estrato superior, donde censamos. Véase la Figura 50.

Excluidas éstas, nos queda extraer una provincia, que, de acuerdo al número aleatorio obtenido,

es Granada, como se observa en la Figura 51.

2

4.4.2. Estimación

En el muestreo por unidad monetaria sin reposición, estimamos

la media de una variable Y mediante la fórmula X · y
x , donde y

x denota la media en la

muestra de los cocientes entre la variable Y y las unidades monetarias X.

la proporción de individuos que tienen una caracteŕıstica mediante la fórmula X
n ·∑

i∈m∗
1

Xi
, donde

∑
i∈m∗

1
Xi

representa la suma de los rećıprocos de la variable X en los

individuos de la muestra con la caracteŕıstica.

el total de una variable Y mediante la fórmula T (X) · y
x , donde y

x denota la media en la

muestra de los cocientes entre la variable Y y las unidades monetarias X.
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Figura 49: Generando la muestra por Madow

Figura 50: Muestra por Madow

el total de individuos que tienen una caracteŕıstica mediante la fórmula T (X)
n ·

∑
i∈m∗

1
Xi

,

donde
∑

i∈m∗
1

Xi
representa la suma de los rećıprocos de la variable X en los individuos de la

muestra con la caracteŕıstica.

4.5. Estratificación

Si la población puede dividirse en grupos, de modo que dentro de un grupo
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Figura 51: Muestra por Madow

La subpoblación objeto de estudio tenga un comportamiento similar, o bien su estudio sea

igualmente relevante,

El riesgo de los individuos de un mismo grupo es similar,

Puede utilizarse un único mecanismo de generación de la muestra en cada subpoblación,

entonces podemos considerar estos grupos como estratos, y aplicar, en cada estrato, los procedi-

mientos anteriores (muestreo aleatorio simple o por unidad monetaria).

La construcción de estratos será conveniente en el caso en el que la población sea de gran

tamaño. Debe observarse que, en ocasiones, el tamaño de la base de datos es superior a la capacidad

que soporta Excel, por lo que, salvo que se utilicen herramientas más potentes (como la aplicación

Access), será necesario dividir la población en subconjuntos homogéneos, de tamaño más manejable.

4.5.1. Construcción de estratos

No existe un procedimiento universal para diseñar los estratos. En cualquier caso, deben tenerse

en cuenta que, cuanto mayor sea el número de estratos, tanto menor será el esfuerzo muestral en

cada estrato; como los errores muestrales son función, como se describió en la Sección 2, no sólo de

la fracción de muestreo, sino también del tamaño muestral, si, por haber muchos estratos, se toman

muestras muy reducidas en los distintos estratos, el error total será grande aunque los estratos sean

homogéneos. Como regla general evitaremos estratificar en más de 5 estratos.

Para construir los estratos, podemos utilizar

procedimientos a medida, basándonos en la información que tengamos sobre el problema y

las caracteŕısticas de las unidades muestrales (estratificación por provincias, etc.),

procedimientos automatizados, que intenten minimizar el error en las mediciones.
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En caso de usar un procedimiento automatizado, la estratificación propuesta debe ser revisada, y

en su caso, corregida, por el técnico.

Cuando se dispone de una variable auxiliar X positiva, que represente unidades monetarias,

una posible estrategia de estratificación consiste en dividir la población en K estratos (por ejemplo,

K = 3) de modo que cada estrato contenga, aproximadamente, las mismas unidades monetarias.

4.5.2. Reparto del esfuerzo muestral por estratos

Disponemos de un tamaño muestral total n, a repartir entre los diferentes estratos. Cómo

efectuemos tal reparto repercutirá notablemente en la precisión de nuestros estimadores.

El procedimiento de reparto propuesto, que dependerá del criterio que se haya usado para

estratificar, es el siguiente:

1. Detectar si existe un estrato en el que se vaya a censar. En caso afirmativo, apartarlo del

estudio, y restar al tamaño muestral el tamaño del estrato a censar.

2. Sea n el tamaño muestral restante al salir del paso anterior.

Si la estratificación se ha hecho por consideraciones externas, repartir el tamaño mues-

tral restante n entre los distintos estratos proporcionalmente al tamaño de los mismos,

redondeando al entero más próximo.

Si la estratificación se ha hecho de acuerdo a una variable X, supuestamente proporcional

a la variable de interés,

a) Calcular, en cada estrato, la desviación estándar de X, usando la función de Excel

DESVEST.

b) Repartir el tamaño muestral restante n entre los distintos estratos proporcional-

mente al producto de su tamaño y su desviación estándar, redondeando al entero

más próximo.

c) Si, para algún estrato Ei, el valor obtenido de ni supera el tamaño del estrato,

entonces añadir los elementos de Ei al estrato a censar, y repetir el procedimiento.

d) Si, para algún estrato Ei, el valor obtenido de ni es cero, entonces hacer ni = 1.

4.5.3. Estimación en el muestreo estratificado

Para la estimación, usamos el siguiente estimador:

la media de una variable Y mediante la media ponderada de los estimadores de la media en

los distintos estratos. Los pesos de ponderación son los tamaños poblacionales de los estratos.
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la proporción de individuos que tienen una caracteŕıstica mediante la media ponde-

rada de los estimadores de la proporción en los distintos estratos. Los pesos de ponderación

son los tamaños poblacionales de los estratos.

el total de una variable Y como la suma de los estimadores del total en cada estrato.

el total de individuos que tienen una caracteŕıstica como la suma de los estimadores

de individuos con la caracteŕıstica en cada estrato.

Ejemplo 21 Supongamos una población de N = 200 unidades, dividida en dos estratos, E1, E2,

de N1 = 25 y N2 = 175 unidades, respectivamente, y se desea estimar la proporción P de individuos

que presentan alguna irregularidad.

Se extraen mmuestras aleatorias simples de tamaño 15 y 25 respectivamente, obteniéndose 3 y

8 individuos con irregularidades.

Para estimar P, hacemos la estimación separadamente en cada estrato como se detalló en la

Sección 4.1.3:

E1 : la proporción P1 se estima mediante la proporción muestral, P̂1 = 3/15 = 0.2

E2 : la proporción P2 se estima mediante la proporción muestral, P̂2 = 8/25 = 0.32

Calculamos los pesos Wi de los estratos:

W1 = N1/(N1 + N2) = 0.125

W2 = N2/(N1 + N2) = 0.875

El estimador P̂ de la proproción se obtiene como

P̂ = W1 · P̂1 + W2 · P̂2 = 0.305

El proceso aparece en la figura 52 y en la hoja ESTRATIFICADO.

2

Las expresiones del error en el caso en el que en cada estrato h (de Nh individuos) se realice un

muestreo aleatorio simple sin reposición de nh individuos, son las siguientes:

el estimador del error al nivel 1− α al estimar la media en la población se obtiene mediante

la fórmula

ε̂ = Z1−α/2

√∑
h

W 2
h

(
1
nh

− 1
Nh

)
S2

h, (20)

donde Wh es el peso del estrato h, es decir, Wh = Nh/
∑

j Nj , y S2
h es la cuasivarianza de Y

en la muestra del estrato h, que se obtiene en Excel con la función VAR
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Figura 52: Estimación en muestreo estratificado

el estimador del error al nivel 1 − α al estimar la proporción de individuos en la población

que tienen una caracteŕıstica, con la fórmula

ε̂ = Z1−α/2

√∑
h

W 2
h

(
1
nh

− 1
Nh

)
nh

nh − 1
ph(1− ph) (21)

el estimador del error al nivel 1− α al estimar el total de una variable Y es

ε̂ = Z1−α/2

√∑
h

N2
h

(
1
nh

− 1
Nh

)
S2

h (22)

el estimador del error al nivel 1 − α al estimar el total de individuos que tienen una carac-

teŕıstica,

ε̂ = Z1−α/2

√∑
h

N2
h

(
1
nh

− 1
Nh

)
nh

nh − 1
ph(1− ph). (23)

4.6. Conglomerados

En ocasiones las unidades muestrales quedan agrupadas de manera natural en grupos, que

pensamos representativos del total, en tanto en cuanto no parecen existir diferencias significativas

entre unos grupos y otros con respecto al comportamiento de la variable objeto de estudio.

Obsérvese que estos grupos no desempeñan el papel de estratos, descritos en la Sección 4.5:

al dividir una población en estratos se supone que los individuos de un mismo estrato se parecen,

mientras que los de estratos diferentes no; por el contrario, al dividir una población en conglomera-

dos, se supone que cada conglomerado tiene toda la diversidad del total, y que seleccionando uno

(o varios) conglomerados, tenemos representado el total.
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4.6.1. Construcción de conglomerados

Aunque existen procedimientos estad́ısticos de diseño automático de conglomerados, aqúı supon-

dremos que los conglomerados vienen dados por caracteŕısticas externas. Por ejemplo, por provincias

(si puede suponerse, basándose en la experiencia previa del auditor, que el comportamiento en las

distintas provincias será similar, y que no hay, por tanto, necesidad alguna de seleccionar elementos

de todas las provincias).

4.6.2. Generación de la muestra

Describimos un muestreo por conglomerados en el que todos los individuos tienen idéntica

probabilidad de ser incluidos en la muestra, sea cual fuere el conglomerado al que pertencen.

Supongamos que hay G conglomerados, de modo que el conglomerado g tiene Ng individuos.

Se desea seleccionar una muestra de tamaño n, que pertenezcan sólo a k conglomerados diferentes

(por ejemplo, a 2 provincias).

1. Seleccionamos con reposición una muestra de k conglomerados, con probabilidades propor-

cionales al número de individuos de los mismos.

2. De cada conglomerado seleccionado, se extrae una muestra aleatoria simple sin reposición de

n/k individuos.

Ejemplo 22 Generemos una muestra por conglomerados de 30 contratos de la hoja DATOS 267

del fichero Excel ejemplos.xls, pertenecientes a lo sumo a 3 unidades distintas del den-prov ,

excluido el registro con valor de den-prov VALLADOLID.

Para ello, extraemos con reposición una muestra de 3 unidades primarias (provincias). Esto se

hizo en el Ejemplo 18, obteniéndose SEVILLA (1 vez) y SIN PROVINCIA (2 veces).

De cada uno de estas tres unidades, extraemos, sin reposición, muestras aleatorias simples de

tamaño 30/3 = 10.

Filtramos los registros de SEVILLA, y los ordenamos por el método de la permutación aleatoria.

Los 10 primeros forman la muestra del primer conglomerado. Véase la Figura 53.

Del mismo modo, repetimos, 2 veces, el proceso de selección de muestras de tamaño 10 en el

grupo SIN PROVINCIA. Ordenando los 307 registros mediante 2 permutaciones aleatorias, y selec-

cionando en cada caso los 10 primeros, se obtienen los 10 + 10 = 20 registros que aparecen en la

Figura 54.

2
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Figura 53: Generando muestra del primer conglomerado

Figura 54: Generando muestra de los restantes conglomerados

5. Ficha técnica

El muestreo debe venir acompañado de una ficha técnica, en la que se describa el proceso seguido

y el nivel de error global del estudio.

En el caso que en que se haya realizado un muestreo estratificado, y la trascendencia o naturaleza

juŕıdica de los distintos estratos aśı lo requiera, se detallarán también los niveles de error en los

distintos estratos. Un posible modelo de ficha es el siguiente:
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T́ıtulo:

Objetivo:

Universo:

Periodo de referencia:

Periodo de realización:

Diseño muestral:

Tamaño muestral:

Error muestral: El conjunto de la muestra es representativo con un error de muestreo del ±∗∗∗%

para un nivel de significación del ∗ ∗ ∗%, en el supuesto de muestreo aleatorio simple, y de

máxima indeterminación (P = Q = 0.5).

(En el caso en que haya distintos estratos:) Las muestras en cada uno de los estratos suponen

errores de muestreo distintos en función de los correspondientes tamaños muestrales. Como

referencia, en submuestras de tamaño ∗∗∗, el error de muestreo, para un nivel de significación

del 5 %, en el supuesto de muestreo aleatorio simple y máxima indeterminación (P = Q =

0, 5), es de ∗ ∗ ∗%,; en submuestras de ∗ ∗ ∗, de ∗ ∗ ∗%.
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6. Un ejemplo

Sobre el Mayor de Gastos se ha aplicado el filtro:

agrupación tipo = 01

organismo autónomo = 00

caṕıtulo: 4

art́ıculo: 7

De los 130.617 registros obtenidos, nos quedamos con los documentos op o adop, correspondientes

a las secciones que van de la 01.00 a la 20.00. Se obtienen 605 registros, en los que tenemos las

variables Ident. (números correlativos de 1 a 605), Aplicacion, DOCObliO, como aparece en la

Figura 55, y en la hoja DATOS MAYOR.

Figura 55: Datos del ejemplo

Tenemos una población de N = 605 registros, y queremos estudiar, a partir de una muestra,

1. la fracción de registros con incumplimientos. Por simplificar, sólo se analizaron tres tipos de

incumplimiento:
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a) Incumplimiento sobre publicidad debida (incumpliento tipo 1).

b) Incumplimiento sobre finalidad del gasto (incumpliento tipo 2).

c) Incumplimento sobre publicidad y/o finalidad (incumpliento tipo 3).

2. La cuant́ıa total no debidamente justificada.

Sigamos los pasos descritos en la Sección 1. Abordamos, en primer lugar, el caso de las pro-

porciones de incumplimiento, y posponemos a la Sección 6.4 los detalles para la estimación del

total.

6.1. Identificación de la población y de la(s) variable(s) objeto de estudio

La población está formada por los N = 605 registros. Vamos a estudiar tres parámetros, que se

corresponden a los tres tipos de incumplimento descritos previamente.

Los dos primeros indicadores de incumplimiento son primitivos, mientras que el tercero se

deriva de éstos. Siguiendo el esquema de la Sección 1, asociamos, a cada registro ui dos variables

Yij binarias, con

Yi1 =

{
1, si en ui existe un incumplimiento sobre publicidad

0, si no

Yi2 =

{
1, si en ui existe un incumplimiento sobre finalidad del gasto

0, si no

(24)

A partir de Yi1, Yi2, definimos Yi3,

Yi3 = máx(Yi1, Yi2) =

{
1, si en ui existe un incumplimiento sobre publicidad y/o finalidad del gasto

0, si no
(25)

Tenemos 3 parámetros de interés, P1, P2, P3,

P1 = fracción de registros con incumplimiento sobre publicidad

P2 = fracción de registros con incumplimiento sobre finalidad del gasto

P3 = fracción de registros con incumplimiento sobre publicidad y/o finalidad del gasto,

es decir,

P1 =
1
N

(Y11 + . . . + YN1)

P2 =
1
N

(Y12 + . . . + YN2)

P3 =
1
N

(Y13 + . . . + YN3) .
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6.2. Determinación del diseño muestral, incluyendo el cálculo del tamaño mues-

tral

Por simplicidad, aplicaremos como diseño muestral un muestreo aleatorio simple sin reposición,

como se describió en la Sección 4.1.

Si admitimos, para cada uno de los tres parámetros separadamente, errores respectivos ε1, ε2 y

ε3 a un nivel de significación α = 0.05, los intervalos de confianza con nivel de significación α serán

de la forma

P̂1 ± ε1

P̂2 ± ε2

P̂3 ± ε3

Con esto afirmamos que la probabilidad de que P1 no se encuentre en la horquilla P̂1 ± ε1 es

inferior al 5 %, que la probabilidad de que P2 no se encuentre en la horquilla P̂2 ± ε2 es inferior al

5 %, y que la probabilidad de que P3 no se encuentre en la horquilla P̂3 ± ε3 es inferior al 5 %.

Para determinar el tamaño muestral tenemos dos opciones:

1. Centrarnos en uno de los tres parámetros, fijando el error admisible ε, y calculando el valor

de n que lo produce, o bien

2. Considerar un intervalo simultáneo para los tres parámetros, como se describió en la Sección

2.3.3.

Nosotros seguiremos en este ejemplo la primera estrategia, que requiere un tamaño muestral

menor (aunque pagando el precio de que no dispondremos de un intervalo de confianza conjunto al

95 %, sino tres intervalos: uno por variable). Calculemos el tamaño muestral con respecto a cada

parámetro Pi, para un error ε y un nivel de riesgo medio: P ≤ 0, 10 según la fórmula (10).

Con la metodoloǵıa descrita en la Sección 2, en lugar de fijar de antemano un valor de ε y

determinar el n aplicando (7), tabulamos, con la ayuda de Excel, para distintos valores de ε, el n

correspondiente. Los resultados aparecen en las Figuras 56 y 57.

Consideramos asumible un valor n = 56, que provoca para cada Pi, bajo la hipótesis de riesgo

medio, un error a priori ε = 0, 075.

Procedemos a extraer una muestra aleatoria simple sin reposición de 56 registros.

6.2.1. Generación de la muestra aleatoria y medición de variables

Generamos la muestra de 56 registros con el método de la permutación aleatoria, descrito en la

Sección 3.4. Para reproducir los números aleatorios debemos generar una semilla, como se describe
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Figura 56: Determinación del tamaño muestral

Figura 57: Determinación del tamaño muestral

en la Sección 3.1. Tomando la fecha 16/02/2006, número de tarjeta 43 y serie 1, se obtiene la

semilla 3360.

Generamos a continuación N = 605 números aleatorios, con semilla 3360, como se describe en

la Figura 58.

Al ordenar los 605 registros en orden creciente de los números aleatorios obtenidos se obtiene

la tabla Excel de la Figura 59.

Seleccionamos los n = 56 primeros registros, que, ordenados, aparecen en la Figura 60.

61



Figura 58: Generando números aleatorios

Figura 59: Ordenando los números aleatorios
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Figura 60: Muestra aleatoria de 80 registros

6.3. Estimación, construcción de intervalos de confianza y contrastes de hipótesis

La muestra de n = 56 registros nos sirve para estimar simultáneamente los tres parámetros de

interés. Estimamos cada Pj como se indicó en la Sección 4.1.3: por la proporción muestral.

Analizados los 56 registros generados, se obtuvo que

En 3 hab́ıa incumplimientos de publicidad, pero no de finalidad

En 1 registro hab́ıa incumplimiento de fiinalidad, pero no de publicidad

En 52 registros no hab́ıa incumplimiento.

En otras palabras, el total en la muestra de registros con incumplimientos de tipo 1, 2 y 3 era,

respectivamente, de 3, 1 y 4, y, por tanto, los estimadores son

P̂1 =
3
56

= 0, 05

P̂2 =
1
56

= 0, 02

P̂3 =
4
56

= 0, 07
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Los intervalos de confianza, P̂i ± 0, 075, es decir,

(−0, 021; 0, 129) para P1

(−0, 057; 0, 093) para P2

(−0, 004; 0, 146) para P3

No obstante, como estamos hablando de proporciones, que han de ser valores entre 0 y 1, podemos

eliminar los valores negativos, y queda

(0; 0, 129) para P1

(0; 0, 093) para P2

(0; 0, 146) para P3

Decimos entonces que

Con una probabilidad del 95 %, es P1 ≤ 0, 129

Con una probabilidad del 95 %, es P2 ≤ 0, 093

Con una probabilidad del 95 %, es P3 ≤ 0, 146

6.4. Estimación de un total

Supongamos ahora que el objetivo del estudio no es estimar la fracción de registros con algún

tipo de incumplimento, sino una variable cuantitativa. Estudiamos, en este caso, la cuant́ıa ϑ que

no está adecuadamente justificada según el procedimiento previsto.

La variable Y que asociamos ahora a cada registro no es una variable binaria, sino la que indica

la cantidad no justificada, y el parámetro a estimar ϑ es el total de la variable Y.

Podemos generar la muestra, como se describió en la Sección 6.2. El estimador del total se

obtiene como se explicó en la Sección 4.1.3:

ϑ̂ = Ny,

donde y es el promedio de la variable en la muestra obtenida. Se ha obtenido en la muestra un total

de 72.344, 55 euros no adecuadamente justificados. Por lo tanto

y =
72.344, 55

56
= 1.291, 87

ϑ̂ = Ny = 781.579, 52
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El error ε de la estimación viene estimado mediante la fórmula (22):

ε̂ = Z1−α/2N

√(
1
n
− 1

N

)
S2

= 355.730, 96

Por tanto, el intervalo de confianza al 95 % para ϑ será Ny± ϑ̂, es decir: (425.848, 56; 1.137.310, 49)

Alternativamente, si se dispone de la variable DOCObliO, podemos realizar, en lugar de un

muestreo aleatorio simple, un muestreo por unidad monetaria, como se describió en la Sección 4.3.

Construimos las probabilidades (los valores de DOCObliO divididos entre el total de dicha variable),

y calculamos los extremos superior e inferior que se corresponden con los distintos registros. Aśı se

obtiene la Figura 61.

Figura 61: Preparando proceso de generación de muestra por unidad monetaria

Generamos los n = 56 números aleatorios uniformes, y detectamos los registros a los que se

corresponden, como se aprecia en la Figura 62. Se ha tomado la semilla 3360.

La estimación se realizará como se detalló en la Sección 4.3.2: se calcula, sobre la población, el

total de la variable DOCObliO: 8.291.909, 66 ; se determina, en cada individuo de la muestra, el valor
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Figura 62: Generación de muestra por unidad monetaria

de la variable Y (cuant́ıa mal justificada), y se calcula, sobre la muestra, la media de los cocientes

entre la variable Y y X = DOCObliO. Se obtiene

y/x = 0, 35

Usando la expresión (19), obtenemos el estimador ϑ̂,

ϑ̂ = 8.291.909, 66 · 0, 35 = 2.882.205, 61
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7. La hoja de cálculo

En este manual se sugiere el uso sistemático de la hoja de cálculo Excel para realizar, entre

otras, las operaciones de

Determinación de tamaños muestrales.

Generación de la muestra aleatoria (los núeros aleatorios generados con una semilla).

Cálculo de las expresiones de estimadores.

Se adjunta a este manual un fichero Excel, en el que aparecen recogidos, con fórmulas y gráficas,

los ejemplos desarrollados en el texto. A continuación se da una breve descripción de las distintas

hojas.

ALEAT 1..N: Dado un valor N, se generan con reposición 5.000 valores aleatorios entre 1 y N a

partir de un conjunto de 5.000 valores aleatorios en 0 y 1.

DATOS DOC: Contiene 605 registros.

DATOS 267: Contiene los registros de contratos de 2004 con el campo uni-adm 267, que se corres-

ponde con los registros en los que el campo den-uni-adm toma el valor D.G. ARQUITECTURA

Y VIVIENDA.

ESTRATIFICADO: Contiene el desarrollo del Ejemplo 21.

GRAFICA DE ERRORES: Contiene tabulados, para un tamaño poblacional N y un nivel de confianza

α fijos, el error que se obtiene para distintos valores de n en tres escenarios distintos. Los

resultados se representan gráficamente.

MUM PROVINCIAS: Contiene el desarrollo de la selección de muestra por unidad monetaria descrito

en el Ejemplo 18.

MUM 267: Contiene el desarrollo de la selección de muestra por unidad monetaria descrito en el

Ejemplo 17.

SEMILLA: Contiene el procedimiento de construcción de la semilla para la generación de números

aleatorios. Los datos de entrada son

Fecha en la que se realiza la generación.

Tarjeta. Número identificativo del técnico.
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Serie. Tanda de números aleatorios extráıda por el técnico en esa fecha.

TAM CONTROL CUMP: Contiene una tabla para determinar el tamaño muestral necesario para validar,

con una significación α, la hipótesis de que la fracción de incumplimento no supera un valor

P0. El proceso se describe en la Sección 2.2. Se añade también una gráfica en la que se observa

la evolución del tamaño muestral n necesario para distintos valores de P0 y α = 0, 05.

TAM CONTROL CUMP SIN REP: Contiene una tabla con el tamaño muestral necesario para validar,

con una significación α = 0, 05, la hipótesis de que la fracción de incumplimento no supera el

valor P0 = 0, 05. Los tamaños muestrales aparecen para distintos tamaños poblacionales, que

oscilan entre N = 3.000 y N = 100. Para valores de N mayores, puede usarse la aproximación

descrita en la hoja TAM CONTROL CUMP.

TAM CONTROL CUMP SIN REP 2: Contiene una tabla y gráfica con la siguiente información: para

N y P0 fijos, determinar, para los distintos tamaños muestrales n, la probabilidad α de

no encontrar ningún incumplimiento en los n documentos muestreados, suponiendo que la

fracción de documentos con incumplimiento es al menos P0.

TAM MUESTREO ALEAT: Contiene

una tabla en la que, dados el tamaño poblacional N, y el nivel de significación α, deter-

minar para distintos tamaños muestrales n el error cometido

una gráfica en la que se observa la evolución del tamaño muestral n necesario con respecto

al error ε admisible.

TAM MUESTREO ALEAT 2: Contiene una tabla con la que, fijados el tamaño poblacional N, el tamaño

muestral n, el nivel designificación α, y el número de atributos r, se determina, para distintos

escenarios sobre P, el error ε cometido.

TAM MUESTRAL VARIOS ATR: calcula el tamaño muestral a partir del tamaño poblacional N, el nivel

de significación α, el error ε y el nivel de riesgo P.
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8. Glosario

Conglomerado: Como se describe en la Sección 4.6, los conglomerados son grupos en los que

podemos dividir la población, de modo que cada grupo (conglomerado) sea una representación

fiel del total. Por ejemplo, si estamos estudiando las subvenciones a agrupaciones, y pensamos

que el comportamiento es similar en las 8 provincias, podemos tomar 8 conglomerados (uno

por provincia).

Definidos los conglomerados, Se seleccionan uno o varios conglomerados, y de éstos se seleccio-

nan unidades muestrales (por muestreo aleatorio simple, por muestrero por unidad monetaria,

etc.)

Cuantil: El cuantil β de la normal estándar es el valor x tal que una normal de media 0 y varianza

1 toma un valor menor o igual que x con probabilidad β. El más usado en este texto es el

cuantil para β = 0.975, cuyo valor es 1.960, como se mostró en la Figura 9.

Estimador: Al extraer una muestra aleatoria, el estimador es una función de dicha muestra (la me-

dia aritmética, su media aritmética multiplicada por el tamaño poblacional, etc.) que aproxi-

ma al parámetro que estamos estudiando sobre la población. El estimador dependerá tanto del

parámetro que vayamos a estudiar como del procedimiento seguido para generar la muestra.

Estrato: Como se describe en la Sección 4.5, un estrato es cada uno de los grupos en los que se

divide la población, de modo que se pueda suponer que los individuos de un mismo grupo

tienen un comportamiento homogéneo con respecto a la variable que se desea estudiar. Por

ejemplo, si la población la forman las nóminas de un determinado colectivo de funcionarios,

podemos dividir tales nóminas en grupos (estratos) de acuerdo a su cuant́ıa.

Intervalo de confianza: Cuando estimamos un parámetro ϑ (por ejemplo, la desviación total

en el gasto) mediante una función de la muestra ϑ̂, un intervalo de confianza con nivel de

significación α es un intervalo ϑ̂ ± δ, de modo que la probabilidad de errar (es decir, que el

verdadero valor ϑ quede fuera del rango ϑ̂± δ) no supere el 100(1− α) %

Nivel de riesgo: Si la variable objeto de estudio es de respuesta ”śı / no”(por ejemplo, si hay

o no incumplimiento grave en un gasto), la proporción P de śıes se encuentra, obviamente,

entre 0 y 1. El tamaño muestral necesario va a venir dado por una estimación a priori del

valor de P. El caso más desfavorable es P = 0.5 Cuanto más cerca esté P de 0 (o de 1,),

tanto menor será el tamaño muestral necesario para obtener un intervalo de confianza con

un error predeterminado. En la Sección 2.3.2 se definen los valores cŕıticos: En caso de riesgo
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máximo tomamos P = 0.5, y calculamos el tamaño muestral aplicando la fórmula (7). Si el

riesgo es alto, tomamos P = 0.2 y calculamos el tamaño muestral aplicando la fórmula (9)

con P = 0.2; si el riesgo es medio, aplicamos (9) con P = 0.1, y si es bajo, con P = 0.05

Nivel de significación: Al afirmar que los resultados obtenidos tienen un nivel de significación

α, estamos diciendo que, si repitiéramos de modo independiente el proceso de inferencia un

número suficiente grande de veces, el 100 · (1 − α) % de las veces llegaŕıamos a la misma

conclusión.

Semilla: un número entero, de 4 cifras, que, al fijarlo en la Generación de números aleatorios,

nos generará siempre la misma secuencia de números aleatorios. La semilla se genera siguiendo

el procedimiento descrito en la Sección 3.1.

Si no tenemos necesidad en reproducir los resultados, no es necesario usar semillas, y Excel

generará los números aleatorios automáticamente.
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